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1Introduction
Un premier pas vers l'unication de la gravitation et de l'electromagnetisme
etait purement geometrique. Les idees de Kaluza [1] et de Klein [2] ont conduit a
edier, sur le modele geometrique de la theorie de la relativite generale d'Einstein
[3], un modele semblable (a cinq dimensions) ou les lois de la gravitation et de
l'electromagnetisme fusionnent naturellement. Autrement dit, la courbure en un
point de l'espace-temps a cinq dimensions y engendre ce qu'on percoit e^tre les forces
gravitationnelle et electromagnetique. D'autres theories ulterieures d'unication ont
emprunte l'idee d'un espace-temps plus large (a plus de quatre dimensions).
Ce qu'on appelle communement theorie de Kaluza-Klein est la version des idees
de Kaluza et de Klein developpees et clariees par Jordan et Thiry [4]: c'est une
relativite generale d'Einstein ordinaire a cinq dimensions, la dimension supplementaire
etant compactiee en un cercle (section 1.2); c'est la l'idee de base. En eet, si l'on
suppose de plus l'existence d'une isometrie denie par un vecteur de Killing parallele
a la cinquieme direction, certains rapports entre les composantes supplementaires
de la metrique se transforment, lors des translations paralleles au vecteur de Killing
et independantes de la coordonnee supplementaire, comme le font les potentiels
electromagnetiques lors d'une transformation de jauge et seront donc identies avec
ces derniers; seule une composante supplementaire de la metrique reste invariante
et correspond au champ scalaire de la theorie. Les plus importants resultats de la
theorie de Kaluza-Klein sont les suivants:
 La charge electrique (4-dimensionnelle) est proportionnelle a l'impulsion suivant
la cinquieme direction. Une particule neutre est donc au repos sur le cercle de Klein
[2].
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 La quantication de la charge est justiee comme etant celle de la cinquieme
composante du moment d'impulsion [2].
 La constante de structure ne acquiert une interpretation geometrique et peut
e^tre exprimee en fonction du rapport de la longueur de Planck et du rayon de Klein
(voir equation (1.2.3)).
 Contrairement a la relativite generale d'Einstein, celle de Kaluza-Klein admet
des solutions solitons [9, 10, 11].
 L'unication peut inclure d'autres forces si on continue a augmenter la dimension
de l'espace-temps [5, 6].
La theorie de Kaluza-Klein, sans terme de source, admet diverses solutions
stationnaires [7, 8, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16] a symetrie spherique, axiale et
me^me sans symetrie, parmi lesquelles des solutions regulieres et d'energie nie [8, 9,
10, 11, 12]. Ces dernieres peuvent e^tre interpretees comme des modeles de particules
(etendues) d'une part a cause de leurs proprietes physiques [14, 17] (citons entre
autres le spin et le moment dipolaire magnetique avec un rapport gyromagnetique
relativiste correct egal a g = 2 pour les solutions wormholes) et d'autre part parce
qu'elles manifestent un comportement assez semblable celui des particules elementaires
quand elles sont traitees comme cibles dans des problemes de diusion [18, 19].
Les plus surprenantes des solutions regulieres sont les monopo^les de Kaluza-
Klein decouverts par Sorkin [10] puis independamment par Gross et Perry [11].
Ces derniers ont construit explicitement le monopo^le magnetique, puis le dipo^le
magnetique (sans source) par combinaison d'un monopo^le et d'un anti-monopo^le,
et ont discute leurs proprietes physiques et topologiques sans toutefois approfondir
l'etude des geodesiques de leurs geometries; la possibilite de construction de solutions
multi-po^les etait aussi mentionnee.
Dans [18, 19] on a considere la geometrie du wormhole (charge sans masse)
de Kaluza-Klein, et presente une etude detaillee des geodesiques de cette solution;
elle nous a permis d'aborder ensuite l'etude de la diusion classique des particules
3elementaires (neutres ou chargees) a laquelle a ete consacre le chapitre 6 de [18].
Dans l'hypothese d'une diusion sans recul, on a montre que les particules neutres
sont diusees par le wormhole, et obtenu des sections ecaces de diusion non




; cet eet est donc inobservable.
Pour les particules chargees, la section ecace de diusion ne diere essentiellement,
dans le cas non-relativiste, de celle de Rutherford que par l'eet de gloire observe
vers l'arriere. Un eet analogue est observe par application des lois de la relativite
restreinte au mouvement \classique" des particules chargees elementaires, et introduit
des corrections a la formule de Rutherford [18]. Dans une approche semi-classique
[19], on montre que ces corrections ne sont, pour les particules sans spin, qu'un
artefact de l'approximation classique.
La diusion par des solutions non regulieres a ete aussi prise en compte. Dans [20]
on a considere les dyons de Kaluza-Klein [13] de charges electrique et magnetique
egales, ou une etude semblable a ete menee; nous nous contenterons de citer les
resultats de cette etude concernant la diusion. Les sections ecaces de diusion
des photons, proportionnelles au carre de la longueur caracteristique du dyon, ont
ete considerees comme etant totalement negligeables. Pour des valeurs du parametre
d'impact relativement grandes par rapport a la longueur caracteristique du dyon,
la section ecace de diusion vers l'avant des particules chargees est du type de
Rutherford ; c'est la somme de deux contributions dues a la diusion par deux
monopo^les electrique et magnetique.
Mais l'interpretation {des solutions regulieres ou solitons{ en termes de modeles
de particules etendues ne sera complete que si la condition de stabilite est remplie.
Mentionnons, que si les monopo^le et dipo^le de Kaluza-Klein sont stables pour des
raisons topologiques [11, 21], A. Tomimatsu [22] fut le premier et le seul, a notre
connaissance, qui s'est interesse a l'etude de la stabilite des solutions statiques de
Kaluza-Klein. En etudiant (voir section 2.4) la stabilite de la classe des solutions
statiques pour lesquelles le 5-tenseur metrique est diagonal, il a conclu a la stabilite
de la seule solution de Schwarzschild contre les excitations monopolaires; les autres
solutions etant instables. Dans cette these nous reprenons en detail, dans le cas
general ou la 5-metrique n'est pas diagonale, l'etude de la stabilite des solutions
statiques de Kaluza-Klein, avec des methodes legerement dierentes de celles de
Tomimatsu. Nous arriverons a la conclusion qu'un certain nombre de solutions non
4 Introduction
diagonales sont stables [23], ainsi que certaines solutions diagonales non etudiees par
Tomimatsu.
Les solutions stationnaires de Kaluza-Klein les plus etudiees dans la litterature
sont les solutions a symetrie spherique. L'etude des solutions a symetrie cylindrique
a ete ebauchee dans [16], mais une etude systematique reste a faire. Ce cas de
la symetrie cylindrique est pourtant physiquement interessant, de telles solutions
peuvent s'interpreter comme des modeles de cordes cosmiques, analogues aux modeles
de cordes cosmiques neutres ou supraconductrices dans un espace-temps a 4 dimensions
etudies durant la derniere decennie par de nombreux auteurs [24, 25, 26, 27] et [28].
Signalons d'autre part que la theorie de Kaluza-Klein peut e^tre generalisee par
l'adjonction du terme de Gauss-Bonnet [29, 30, 31, 32, 33] a l'action d'Einstein-
Hilbert a 5 dimensions. Seules les solutions a symetrie spherique de cette theorie
generalisee ont ete etudiees jusqu'ici. L'autre grand theme de cette these sera donc
l'etude des solutions a symetrie cylindrique de la theorie de Kaluza-Klein et de
son extension par Gauss-Bonnet, avec application a un modele de corde cosmique
supraconductrice.
Le contenu du present memoire est reparti sur 3 chapitres. Dans les 4 premieres
sections du chapitre 1 nous introduisons la theorie de Kaluza-Klein sous sa derniere
version due a Jordan et Thiry, et dans la section 1.5 nous generalisons l'action
d'Einstein-Hilbert pour tenir compte du terme de Gauss-Bonnet, quadratique par
rapport au tenseur de Riemann, et qui conduit aussi, apres derivation, a des equations
du second ordre. Nous avons consacre la derniere section du chapitre 1 a l'introduction
de la decomposition n + p de la d-metrique (d = n + p), a l'aide de laquelle les
composantes du tenseur de Riemann sont exprimees en fonction d'elements des n-
metrique et p-metrique.
Les deux chapitres suivants sont independants. Dans le chapitre 2, nous commencons
par donner et classer les solutions 2-statiques a symetrie spherique de la theorie de
Kaluza-Klein. Puis nous ecrivons et separons les equations gouvernant les petites
oscillations monopolaires de la 5-metrique. Nous utilisons ensuite ces equations pour
discuter la stabilite classe par classe et cas par cas. Nous concluons ce chapitre par
la section 2.4 ou un parallele avec l'etude de Tomimatsu est presente.
La recherche de solutions cordes cosmiques est entamee dans le chapitre 3.
Dans la section 3.2, nous presentons une etude systematique des solutions exactes
54-statiques a symetrie cylindrique de la theorie de Kaluza-Klein, et nous discutons
les solutions du type corde cosmique. Dans la section 3.3, une etude semblable
est menee pour une classe de solutions en tenant compte du terme de Gauss-
Bonnet dans l'action d'Einstein-Hilbert; les solutions cordes cosmiques obtenues
sont aussi solutions des equations de Kaluza-Klein sans terme de Gauss-Bonnet, et
par consequent elles ne dependent pas explicitement de sa presence dans l'action
generalisee. Nous obtenons, dans la section 3.4, une solution perturbative de la
theorie generalisee, dont nous montrons ensuite qu'elle est exacte; cette solution
peut s'interpreter comme une corde cosmique supraconductrice de la theorie de
Kaluza-Klein, avec le terme de Gauss-Bonnet comme principale source. Une etude
qualitative des geodesiques de la geometrie de cette solution est conduite dans la
section 3.5. Nous concluons dans la section 3.6.
Enn l'Annexe 1 rassemble les principales formules utilisees dans ce memoire.
Les deux autres Annexes 2 et 3 sont consacres a des demonstrations speciques se
rapportant aux 2 sous-sections 3.3.1 et 3.3.2 de la section 3.3. Dans l'Annexe 4 on




La theorie de Kaluza-Klein et
son extension de Gauss-Bonnet
1.1 L'idee de Kaluza
En tentant d'unier les seules deux forces bien etablies a l'epoque, a savoir la
gravite et l'electromagnetisme, Kaluza postule en 1921 [1] l'existence d'une cinquieme
dimension supplementaire pour l'espace-temps. Il considere une theorie d'Einstein












(ou A;B;C; : : : = 1; 2; 3; 4; 5) de signature (   + ); la dimension supplementaire
x
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8 La theorie de K-K et son extension de G-B
La me^me decomposition appliquee aux equations d'Einstein dans le vide permet de
retrouver (voir (1.4.4)), dans l'hypothese ou g
AB











) et l'equation de





1.2 L'idee de Klein
Klein [2] cherche a justier deux choses: l'hypothese de l'independance de la
metrique par rapport a la dimension supplementaire x
5
(hypothese non justiee de
Kaluza) et le fait que cette dimension soit inobservable. Pour ce faire, il postule











est un cercle de





 2 a: (1.2.1)
Il suppose l'existence d'une isometrie denie par un vecteur de Killing de genre
espace, ce qui signie que l'espace-temps est homogene dans la cinquieme direction (il
n'y a pas moyen de determiner la position dans la cinquieme dimension). Il suppose
de plus que le rayon a est si petit que la cinquieme dimension est inobservable; il
determinera ensuite par des considerations quantiques (voir section 1.6 plus loin) la


















































sous l'action duquel, les composantes g

de la matrice (1.1.2) se transforment
comme des tenseurs d'ordre 2, les composantes A

comme des tenseurs d'ordre
1 (des vecteurs) et g
55
comme un tenseur d'ordre 0 (un scalaire)






































Equations de la theorie de Kaluza-Klein
Les equations de la theorie de Kaluza-Klein (dans le vide) s'obtiennent en extremisant
















constante de gravitation a cinq dimensions) pour des variations arbitraires des g
AB
.
Elles sont donnees par















(ou (; ) denote la derivee covariante a cinq dimensions (3.6.5)). Les equations (1.4.2)
sont equivalentes aux equations suivantes
R

= 0 ; R

5
= 0 ; R
55
= 0



































































sont respectivement la derivee covariante et le tenseur de
Ricci denis par rapport a g

, dont l'inverse g












est le champ electromagnetique associe au quadripotentiel A

,















avec g  detg

. Sous cette forme, les equations (1.4.4), generalisent de facon
evidente les equations d'Einstein-Maxwell de la theorie de la gravitation couplee a
l'electromagnetisme. En eet, si on suppose g
55
= Cste, les deux premieres equations
(1.4.4) se reduisent aux equations d'Einstein-Maxwell moyennant le choix

2
= 2 = 16 Gc
 2
(1.4.5)
(dans le cas g
55
=  1). Si au contraire, suivant Jordan et Thiry [4], on traite sur le
me^me plan les trois equations (1.4.4), on obtient une theorie uniee de la gravitation
et de l'electromagnetisme couples au champ scalaire g
55
, le choix (1.4.5) restant




1.5 Terme de Gauss-Bonnet 11
1.5 Terme de Gauss-Bonnet
Dans les espaces-temps a quatre dimensions, l'action d'Einstein-Hilbert est l'uni-
que action geometrique conduisant a des equations dierentielles du second ordre
pour la metrique g
AB
. Les equations d'Einstein sont donc l'unique choix si on exige
que les equations du champ gravitationnel a quatre dimensions soient du second
ordre; de plus elles sont lineaires par rapport aux derivees secondes de la metrique.
Dans les theories de Kaluza-Klein a plus de quatre dimensions il y a d'autres choix
possibles si on ecarte la condition d'e^tre lineaires par rapport aux derivees secondes
de g
AB
, en introduisant dans l'action d'Einstein-Hilbert des termes de courbure
d'ordre superieur dont la variation par rapport a g
AB
donne des tenseurs d'ordre
2 qui s'ajoutent au tenseur d'Einstein G
AB
(comparer (1.4.2) et (1.5.4)). En eet,
Lovelock [34] a montre qu'il existe en general d'autres tenseurs symetriques du second
rang {autres que le tenseur metrique et le tenseur d'Einstein{ a divergence covariante




A cinq dimensions, il y a un seul tenseur de ce type: c'est le tenseur de Lanczos
[29] que l'on obtient en variant, par rapport a la metrique, le terme correspondant
dans l'action appele terme de Gauss-Bonnet. Si on sait de plus que les theories de
Lovelock de la gravite ne comportent pas de fanto^mes [30, 31] et qu'elles conservent
la parite [32], on voit qu'il n'y a pas de raison physique de restreindre, dans les
theories de Kaluza-Klein, l'action au seul terme d'Einstein-Hilbert.
Dans tout le reste de ce chapitre, on continuera a omettre le terme cosmologique





















ou  est une constante et L
GB
















est le tenseur de Riemann (3.6.6) et R
AB
le tenseur de Ricci (3.6.8)).
12 La theorie de K-K et son extension de G-B
































































puis en reportant dans (1.5.2) on trouve enn
L =  2R: (1.5.9)
Ainsi, quand les equations du champ sont satisfaites, la densite lagrangienne est
multiple du scalaire de courbure. Ceci reste valable quel que soit la dimension de





1.6 La loi du mouvement
Les equations (1.5.4) {ou l'action (1.5.1){ peuvent e^tre generalisees pour inclure
un terme de source T
AB
dans le second membre,








puisque le premier membre de (1.6.1) est symetrique et de divergence covariante






= 0 : (1.6.2)
Or, la relation correspondante a quatre dimensions T

;














































une poussiere (eventuellement chargee) sans pression conduit a l'equation geodesique























) sont les connexions (3.6.3).






(ou  est proportionnelle a la masse de la particule), les composantes d'espace-temps








































sont les connexions associees a la metrique reduite (1.1.4). Le premier
terme du membre de doite de (1.6.5) s'interprete comme une \force" gravitationnelle,
le deuxieme comme une force electromagnetique, et le troisieme comme une force
scalaire. Cette interpretation conduit a identier
q   p
5
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(qui est une constante du mouvement d'apres la cinquieme equation geodesique)
comme la charge electrique de la particule. Cette charge est a priori quelconque
en theorie classique, mais pas en theorie quantique, ou elle est quantiee (comme












En supposant que n = 1 pour l'electron, et en utilisant la valeur (1.4.5) de , on
obtient ainsi la valeur (1.2.2) du rayon de Klein a.
1.7 Composantes du tenseur de Riemann dans la
decomposition n+ p
Considerons de facon generale un espace-temps a d dimensions (d = n + p) de
metrique g
AB
(A;B = 1; : : : ; d). Si la metrique ne depend explicitement que de n
coordonnees x
i
(i = 1; : : : ; n), les autres p coordonnees x
a
(a = n + 1; : : : ; d) sont
dites cycliques (g
AB;a
= 0). C'est le cas des theories de Kaluza-Klein ou toutes les
dimensions supplementaires sont supposees cycliques (voir section 1.2). La metrique














Ces vecteurs de Killing engendrent un groupe d'isometrie abelien a p parametres
dont l'action, qui peut e^tre denie par des translations innitesimales parallelement







; avec jj  1;
assure d'apres (1.7.2) l'invariance de la metrique
















































Dans le cas de solutions statiques aux theories de Kaluza-Klein ou de Gauss-
Bonnet, les x
i
sont les coordonnees d'espace ordinaire ou certaines d'entre elles,
et le reste des coordonnees y compris le temps sont des coordonnees cycliques. La
metrique h
ij








est une matrice dont les elements sont des scalaires par rapport
a la metrique d'espace h
ij
.
On terminera ce chapitre par donner les composantes du tenseur de Riemann
























































































































































































sert a elever les indices i; j; k; : : :. Cette decomposition ainsi que
les equations (1.7.6 ! 1.7.9) nous seront tres utiles dans les deux chapitres suivant,
16 La theorie de K-K et son extension de G-B
consacres respectivement a l'etude de la stabilite des solutions de Kaluza-Klein et a
la recherche et l'etude des cordes cosmiques dans la theorie de Gauss-Bonnet.
Chapitre 2

Etude analytique de la stabilite
des solutions statiques
a symetrie spherique
Dans ce chapitre on etudiera la stabilite, vis-a-vis des petites excitations radiales,
de toutes les solutions, 2-statiques, asymptotiquement plates, a symetrie spherique
de la theorie de Kaluza-Klein. La methode que nous suivrons consiste a considerer un
tenseur metrique dierant de la solution statique par des petites perturbations qui
ne dependent que du temps t et de la variable radiale r, puis a etudier l'equation de
Klein-Gordon, qui decoule {apres decouplage{ des equations d'Einstein linearisees,
pour une dependance en t de la forme e
 i ! t
et avec un systeme de conditions de
regularite qui sera deni dans la section 2.3. Si, pour ! = i k (k > 0), toutes les
fonctions de perturbations introduites ont un comportement spatial physiquement
acceptable, une petite perturbation cro^tra exponentiellement, d'ou l'instabilite. On
concluera a la stabilite dans le cas contraire.
Dans la section 2.1, on exposera brievement la methode de Maison [36] qui
conduit, dans la decomposition 3+2, aux solutions 2-statiques a symetrie spherique
que nous regrouperons en deux classes. Dans la section 2.2, on introduira l'ansatz de
travail et reduira les equations \lineaires" d'Einstein (dans le vide) a une equation
de type de Klein-Gordon dans un espace courbe . L'etude de la stabilite est traitee
dans la section 2.3; apres des generalites, l'etude analytique est conduite cas par cas
18
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dans chaque classe.
2.1 Solutions statiques
Considerons d'abord en theorie de Kaluza-Klein, le cas des metriques 2-stationnai-
res qui ne dependent pas du temps t et de la dimension supplementaire x
5
, pour




















































sont les vecteurs de Killing (1.7.1)). Dans
(2.1.1), la metrique h
ij
et les composantes de la matrice 
ab
ont la me^me signication
que dans (1.7.4): respectivement metrique d'espace et scalaires d'espace.
Dans sa methode de resolution des equations d'Einstein dans le vide (1.4.2),
Maison [36] cherche d'abord a parametriser la metrique g
AB
par des grandeurs 3-
tensorielles. Or cette derniere comporte 15 composantes dont 9 composantes sont

























etant le tenseur antisymetrique). Or, par denition, la 2-surface engendree, en un point
donne, par les 2 vecteurs de Killing 
a
A
est homogene (voir (1.7.3)), cette derniere sera depourvue
de twists qui ne peuvent se manifester alors que dans l'espace ordinaire qui lui est \normal". Ceci






= 0 8a; b ;
!
a i
sont les seules composantes non nulles des !
aA
.



















est le symbole antisymetrique) et montre, que pour a xe, les 3
composantes !
ai
sont bien celles d'un vecteur covariant associe a la metrique d'espace
(voir aussi Ref. [18]). En se servant des equations R
AB















Les equations d'Einstein R
AB







(decomposition 3+2 des equations d'Einstein) [36] sont invariantes sous
certaines transformations qui constituent une realisation non lineaire du groupe































qui realise une representation lineaire du groupe SL(3, <) [36] c'est a dire que

uv
(u; v = 4; 5; 6) se transforme comme un tenseur covariant du second rang sous
l'action du groupe SL(3, <).






























et les derivations se rapportent a la metrique h
ij
). Ces equations sont bien




















P avec P 2 SL(3, <). Considerons le cas ou les dierentes composantes
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 =  e
N 
(2.1.8)
ou  et N sont des matrices constantes 3  3. Alors les equations d'Einstein
(2.1.6, 2.1.7) se reduisent au systeme suivant














(4 etant le laplacien deni par rapport a h
ij
)).
Dans le cas particulier des solutions 2-statiques, !
a
























  xa+ y (2.1.13)
ou y  detM . Pour un potentiel  s'annulant a l'inni spatial, la metrique de

























puis son determinant   par




D'autre part de (2.1.11), (2.1.12), (2.1.13) on obtient
Tr(N
2
) = 2 (x
2
  y) : (2.1.17)



































(a une constante multiplicative pres). En reportant les equations (2.1.17 ! 2.1.19)
dans les equations (2.1.10), celles-ci s'ecrivent respectivement pour i = j = 2 et














































  y) : (2.1.21)
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< 0) sont regulieres ainsi que la
5-metrique (2.1.1), pour tout r reel; la topologie spatiale est donc du type wormhole,



























quand r varie de  1 a +1. La 5-geometrie correspondant au cas x = a = 0
(wormhole symetrique sans masse) a ete etudiee en detail dans [18] et [19].




 0) sont singulieres:














est denie dans l'intervalle I

=] 1; 0[ quand r varie de  a +1. Le cas y = a = 0,
x > 0 ( = x=2) correspond a la solution de Schwarzschild;









est denie dans l'intervalle I

=] 1; 0[ quand r varie de 0 a +1.













est present ou absent. Quand b = 0, le champ electrique est nul, et la 5-metrique
est diagonale; on voit de (2.1.13) que ceci n'est possible que pour les solutions pour
lesquelles y  x
2
=4. En particulier les solutions \wormhole" (y > x
2
) sont toujours
chargees electriquement. Le parametre a peut e^tre associe a la charge scalaire de
la solution, le champ scalaire 
55
etant a courte portee dans le cas a = 0. Enn la
masse inerte associee a la solution est donnee par [18]






























































































Ces expressions nous serons utiles pour l'etude de la stabilite eectuee dans la section
2.3.
2.2 Petites oscillations monopolaires
On suppose que la solution 2-statique est excitee de facon que les modications
dependant du temps apportees a la metrique conservent a celle-ci sa symetrie spherique
(c'est ce qu'on appelle excitation monopolaire).





























Elle depend de 7 fonctions inconnues, neanmoins on peut reduire ce nombre a 4 [23]
moyennant des transformations de coordonnees convenablement choisies laissant, en
2:
Toutes les grandeurs dynamiques (dependant du temps) et ayant le me^me symbole
mathematique que celles de la section precedente (section 2.1), seront designees par la lettre (d)
en haut a gauche.
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particulier, invariante la condition de periodicite de la cinquieme coordonnee x
5
. On
peut ainsi reduire la metrique (2.2.1) a une forme partiellement diagonalisee ou les
termes mixtes en dr dx
a





est independant du temps. Dans [23], nous avons opte pour la deuxieme possibilite
3
,






















ou  (r) et H(r) sont donnes respectivement par (2.1.16), (2.1.20).
Au voisinage de la metrique statique ((2.1.1), aveca
a
i
 0 et (2.1.18)) la matrice
(d)
(r; t) et la fonction L(r; t) peuvent e^tre ecrites
(d)
(r; t) = (r) + P (r; t) (2.2.5)
L(r; t) = 1 A(r; t) (2.2.6)
avec
P (r; t) =
0
@
B(r; t) C(r; t)





























depend que de r
0



























qui conserve bien la symetrie spherique et la condition de periodicite de x
5
. Si, les 2 fonctions  
a








































) de la metrique issue de
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ou les fonctions A(r; t); B(r; t); C(r; t); R(r; t) sont considerees comme des petites
perturbations de la metrique. La linearisation des equations d'Einstein dans le vide












































































































































































































































































+   ). Le coecient original {provenant du calcul direct{ de A dans (2.2.11),



















+ 1 = 0
Les equations (2.2.8! 2.2.12), au nombre de sept, ne sont pas toutes independantes;
on peut montrer directement deux relations entre elles en utilisant certaines des
equations R
AB
= 0 {a savoir les equations R
ab













































































pour A = 4; 5. La troisieme relation est l'identite de Bianchi pour A = 1.











































































































































Le premier membre de (2.2.15) comporte les fonctions R
;r
, C, R, A, factorisees par












































qui constitue une relation entre les fonctions A etR. Realisons ensuite la combinaison
suivante

















































































































que l'on a ecrite de facon que les 2 premiers termes (), contenant les fonctions




















dans (2.2.17), pour eliminer les termes () (autrement dit, pour eliminer les fonctions





















= 0 dans (2.2.17)) se realisent par la combinaison suivante (avec




































= 0 qui decoule de l'equation
statique matricielle R
ab
= 0) a l'equation d'onde pour la fonction R
28
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L'equation (2.2.19) se transforme, a l'aide des changements de variables et de coordonnees
suivant





en une equation du type de Klein-Gordon pour la fonction  dans l'espace 3-dimensi-












































Les solutions stationnaires de cette equation sont de la forme (r; t) = (r)e
 i ! t
,





). La solution 2-statique consideree est instable si ! est
imaginaire, ! = ik (avec k
2
> 0).
Pour des raisons de commodite nous utiliserons aussi dans la section suivante
consacree a l'etude de la stabilite, les equations aux valeurs propres suivantes ou le








































) = 0 (2.2.24)
(x et y sont denis par (2.1.11 ! 2.1.13)).
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2.3 Discussion de la stabilite
Notre but est de chercher si, en partant d'une petite perturbation de la 5-metrique
a l'instant t = 0, celle-ci peut cro^tre indeniment dans le temps. Pour des perturbations
stationnaires de la forme R(; t) = R()e
 i ! t
, etc., ceci revient a chercher des
solutions physiquement acceptables des equations d'Einstein linearisees (2.2.8 !
2.2.12) pour ! = ik (k > 0).
En relativite generale, une denition naturelle des perturbations physiquement
acceptables d'une metrique reguliere est d'imposer que la metrique perturbee soit
aussi reguliere. Une condition susante pour ceci est que les petites perturbations
R, A, B, C soient bornees [23]. Mais cette condition semble trop faible dans le cas
d'une metrique admettant une singularite (c'est le cas des solutions statiques avec
y  x
2
qui sont singulieres en r = ). Dans ce cas nous supposerons seulement que
les perturbations ne modient pas le caractere de la singularite, c'est a dire que la





dierentes composantes de la matrice  restent bornees (c'est d'ailleurs une condition
necessaire pour que la linearisation (2.2.5), (2.2.6) ait un sens). Une approche plus
rigoureuse pourrait consister a considerer au lieu de perturbations stationnaires des
paquets d'ondes dont le support n'inclut pas la singularite en r = .
Les perturbations peuvent a priori diverger aux bornes de l'intervalle de variation
de r (] 1;+1[ dans le cas y > x
2





de la fonction f gurant dans (2.2.19). Nous allons d'abord etudier
le comportement des pertubations a l'inni et au voisinage de r = r
0
, et montrer
qu'il exite un (et un seul) zero r
0
de f pour un certain domaine de valeurs des
parametres (x; y; a). Les conclusions sur la stabilite dependront du comportement
au voisinage de la borne inferieure ( 1 ou ) qui sera etudie cas par cas.
2.3.1 Comportement asymptotique et au voisinage de r = r
0
Determinons d'abord le comportement asymptotique (r ! +1 ou  ! 0
 
)


















est la me^me que celle de l'equation de Schrodinger habituelle, conduisant au comportement































sont des constantes reelles). Le parametre k etant suppose positif, on doit
exclure le comportement en e
k r
, ce qui impose l'annulation de la constante c
1
,





Ce comportement se transmet aux perturbations R, A, B, C de la 5-metrique.
Montrons maintenant que la perturbation R diverge en un zero de la fonction f




(ouvert) de f ,
celle-ci se comporte comme (   
0













R ' 0 : (2.3.4)




fournit les valeurs s
1
= 0 et s
2
=  1
et donc la solution generale a (2.3.4) diverge en 
0




, ainsi que le
rapport R=
55

















que la perturbation A ne peut qu'y diverger (sachant que le denominateur de (2.3.5)
ne peut pas diverger en 
0
).
Cherchons maintenant dans quelle(s) condition(s) puisse exister un zero r = r
0
ou  = 
0

































est zero de f si


















pour y < x
2










































(ce resultat se generalise aisement au cas y  x
2
). Il s'agit bien d'une racine d'ordre 1










)). Or, la coordonnee radiale
r est limitee inferieurement, pour les solutions de la classe , y  x
2
, par . Donc
la valeur r = r
0









conditions qui sont equivalentes a
y > x
2
0 < y  x
2







) = 0 (2.3.12)
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(avec les conditions (2.3.11)), 
0
n'est plus un zero de f , car dans ce cas le numerateur





ne peut e^tre qu'un zero simple (d'ordre 1) de 
55 ;
et par consequent
























R ' 0 : (2.3.14)




, on obtient s
1
= 0 et s
2
= 1 et donc la perturbation
R() est nie en 
0
















On conclut donc que, si les conditions (2.3.11) sont satisfaites, il existe un point
 = 
0
, correspondant par (2.1.23), (2.1.24) ou (2.1.25) a r = r
0
 x=2, ou l'une, au
moins, des perturbations R() ou A() diverge. Ceci va nous permettre d'aborder
l'etude de la stabilite dans les paragraphes suivants.
2.3.2 Classe des solutions du type wormhole y > x
2
A) Cas generique
La forme asymptotique de l'equation (2.2.22) pour r !  1, est identique a sa














Ce comportement se transmet aux perturbations R, A, B, C. Le terme en e
 k r
doit
e^tre exclu an que les rapports R=
55
;   , restent nis quand r !  1; or, ayant
deja annule la constante c
1
dans (2.3.2), l'annulation de c
4
n'est possible que pour
certaines valeurs k
n
de k qui constituent le spectre du probleme aux valeurs propres.
Mais, d'autre part, comme nous l'avons vu, la fonction f s'annule en r = x=2, point
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ou l'une au moins des perturbations R ou A diverge. Cette divergence ne pouvant
pas e^tre evitee (nous ne disposons plus de parametre libre a ajuster de facon a la
supprimer), le probleme aux valeurs propres n'admet pas de solution. Il en resulte
que les solutions statiques de cette classe sont stables.
B) Cas x = a = 0

















































La 4-metrique projetee (1.1.4) est symetrique dans l'echange r $  r, et la masse
associee (2.1.27) est nulle, d'ou le nom de \wormhole symetrique" donne a cette
metrique statique. Il resulte de cette symetrie que l'equation d'onde (2.2.22) pour























 = 0 ;































donc contrairement au cas generique, la fonction f n'a plus de zero mais un po^le
double en r = r
0






















































) a ete choisi de facon a
annuler c
1
dans (2.3.2). La fonction  n'etant pas bornee en r = 0, mais la fonction
R = f
 1











































+   
#
(2.3.19)
et donc le rapport R=
55
aussi, etant donne que 
55
(r = 0) = 1. De (2.2.16) on
















+    (2.3.20)








qui constitue donc une solution du probleme aux valeurs propres deni dans l'introduction















ainsi que la fonction A










convenablement choisi), bornes partout.
On conclut que le wormhole sans masse (x = a = 0) a un mode propre qui cro^t
dans le temps comme e
2 t=
, et est ainsi instable.













Dans le systeme c = 
0









ou le coecient de 1=r
2
doit e^tre egal a e=4 (e etant la charge du wormhole supposee elementaire),














est le \temps de Planck".
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L'accroissement de la \petite" perturbation initiale est donc extre^mement rapide.
Ceci ne sanctionne pas l'intere^t de l'etude faite dans [18], [19] qui, rappelons le, n'est
qu'une approximation du cas ou la masse du wormhole {non nulle{ est faible devant
sa charge (pour une particule elementaire telle que l'electron, M=Q ' 10
 21
).
2.3.3 Classe des solutions pour lesquelles y  x
2
Vu l'expression de 
55
, equation (2.1.28), qui diere suivant la relation d'ordre
entre y et x
2
=4, cette classe sera scindee en deux sous-classes: x
2









=4 < y  x
2
(x 6= 0)
Dans ce cas la connaissance de  = e
x













est donnee par (2.1.28), permet de determiner les comportements asymptotiques



















































ou 0 < 
1
< , 0 < 
2










8    3x
; (2.3.26)
et on a suppose y < x
2
(le cas y = x
2
sera traite plus loin). On peut distinguer deux
cas suivant le signe de 8    3x (equation (2.3.24)).
Cas (x < 0) ou ((x
2
=4) < y < 7x
2
=16)
On verie que dans ce cas
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8    3x > 0 (2.3.27)
le terme (2.3.24) est alors asymptotiquement negligeable devant le terme (2.3.25),













 ' 0 (2.3.28)





















































6= 0, le rapport R=
55
n'est pas borne, a cause de la presence du facteur  dans
le second terme de (2.3.30). Avec c
4










sin(p  + 
1
)
; A / 1 : (2.3.31)
Le rapport R=
55
diverge donc periodiquement quand !  1. Mais ces divergences
etant dues au dephasage constant 
2
entre le champ scalaire statique 
55
et sa




(r; 0) = 
55
(r) + R(r), qui peut e^tre












( ;  constantes) a le me^me comportement asymptotique que 
55
, et est donc
physiquement acceptable. La contante c
1
dans (2.3.2) etant deja prise egale a zero,
l'annulation de la constante c
4
n'est possible que pour certaines valeurs discretes
du parametre k, qui constituent le spectre de valeurs propres du probleme. Les
solutions statiques de la theorie de Kaluza-Klein correspondant au cas x < 0 sont
donc probablement instables (elles ne pourraient e^tre stables que si le spectre de
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valeurs propres etait vide), tandis que les solutions correspondant au cas x > 0 et
(x
2
=4) < y < 7x
2
=16 sont stables car dans ce cas au probleme aux valeurs propres
s'ajoute la divergence appara^ssant au point 
0
.
Cas x > 0 et 7x
2
=16 < y(< x
2
)
Ce cas correspond a 8  3x < 0; le terme (2.3.24) est preponderant par rapport
au terme (2.3.25) sauf au voisinage des po^les de ce dernier, ou on retrouve le

















 ' 0 (2.3.33)
ou le potentiel asymptotique (au sens de l'equation de Schrodinger) est une exponentielle









(c < 0). La solution generale de cette equation est une combinaison lineaire d'une










Ceci nous conduit a penser (nous n'avons pu le prouver) que la solution generale de
(2.3.33) est combinaison lineaire d'une biexponentielle croissante et d'une biexponentielle
decroissante modulees periodiquement. Les perturbations relatives pourront alors
e^tre bornees, pour  !  1, pour les valeurs discretes de k pour lesquelles la
biexponentielle croissante est absente, mais divergeront toujours au voisinage du
point 
0
(les conditions (2.3.11) etant remplies), d'ou la conclusion a la stabilite.
Cas x > 0 et y = 7x
2
=16
Dans ce cas {avec 8   3x = 0{ les deux termes (2.3.24), (2.3.25) sont presents
dans l'equation (2.2.24), dont la forme est voisine de (2.3.28), conduisant au comportement
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(2.3.29) au voisinage des po^les du potentiel, et a une conclusion analogue a celle du
cas x > 0 et x
2
=4 < y < 7x
2
=16, a savoir la stabilite.
Cas y = x
2
(x 6= 0)






















l'equation (2.3.25) restant valable. Si x < 0, le terme (2.3.34) est negligeable devant
le terme (2.3.25); pour x > 0, il se produit le contraire. On a alors les conclusions
suivantes: pour x < 0, les equations (2.3.28 ! 2.3.31) restent valables ainsi que la
discussion qui suit, ce cas est un probleme aux valeurs propres et la conclusion est















 ' 0 ; (2.3.35)
du me^me type que (2.3.33) (le facteur 1=
4
variant lentement devant l'exponentielle).
La discussion qui a suivi l'equation (2.3.33) reste donc valable, d'ou la conclusion a
la stabilite.
En resume, la sous-classe A): x
2
=4 < y  x
2
(x 6= 0) est caracterisee par la
stabilite de toutes les solutions pour lesquelles x > 0; les solutions pour lesquelles
x < 0 sont toutes probablement instables.
B) Sous-classe y  x
2
=4
On doit distinguer respectivement les cas y 6= 0, y = 0.
B.1) y 6= 0
Cas (y < x
2
=4 (a quelconque)) ou (y = x
2
=4 et a = x=2)
Dans ce cas, la fonction 
55
se comporte pour !  1 comme



































Or, on verie que, pour y 6= 0 (8x)
8    3x 2 q > 0 (2.3.40)
ceci permet de negliger le terme (2.3.39) devant le terme (2.3.38) dans l'equation


















R ' 0 (2.3.41)

















qui diverge sauf si c
4
= 0. Cette condition conduisant a un probleme aux valeurs
propres, on en conclut que: les solutions statiques, correspondant a ce cas, pour
lesquelles y < 0 ou x < 0, sont probablement instables, tandis que les solutions pour
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Cas y = x
2
=4 et a 6= x=2































est la me^me {avec q = 0{ que dans (2.3.39) multipliee


































); l'annulation de c
4
n'est donc plus necessaire (on verie que la
perturbation A tend vers zero pour  !  1). Il en resulte que si x < 0, il existe
pour tout k
2
< 0 une perturbation physiquement acceptable (on peut toujours




de facon a annuler la constante c
1
dans l'equation (2.3.2));
les solutions statiques de ce cas sont donc instables. Si x > 0, il appara^t une
divergence en 
0
qui ne pourra e^tre eliminee que pour certaines valeurs discretes k
n
de k. Les solutions correspondant a x > 0 sont donc probablement instables.
En resume, le cas y 6= 0 de la sous-classe B): y  x
2
=4 est caracterise par la
stabilite de toutes les solutions pour lesquelles y > 0 et x > 0 sauf le cas particulier
y = x
2
=4 et a 6= x=2 (x > 0) lequel est probablement instable. Les solutions pour
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lesquelles y < 0, x < 0 sont toutes probablement instables, a part le cas particulier
y = x
2
=4 et a 6= x=2 (x < 0), donc on sait qu'il est instable.
B.2) y = 0
Cas y = a = 0 (x 6= 0)






























(ou r  r+(x=2)) est simplement le produit tensoriel de la metrique de Schwarzschild
(pour x > 0) par le cercle de Klein.
Avec 
55













R = 0 : (2.3.50)




est positif dans tout l'intervalle de variation
de  2]1; 0[. Il en resulte que la perturbation R() ne peut pas e^tre bornee
simultanement aux deux extremites de cet intervalle. Ce cas est donc stable. En
particulier la solution de Schwarzschild (x > 0) est stable vis-a-vis des perturbations
monopolaires de la 5-metrique, comme deja observe par Tomimatsu [22].
Cas y = 0, a 6= 0, x < 0
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R ' 0 : (2.3.54)

















qui diverge sauf si c
4
= 0. Cette condition conduisant a un probleme aux valeurs
propres, les solutions de ce cas sont probablement instables.
Cas y = 0, a 6= 0, x > 0














Pour x = a, on trouve (!  1)
f ' 4 (1  3 e
x
) (2.3.58)
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, d'ou l'on conclut a la
stabilite.
Pour x 6= a, on obtient
f /
1
4x   3 a + 3 a e
x
(8) : (2.3.62)
Commencons d'abord par traiter le cas x > a. Pour  ! 1 on peut ecrire
f / 1 
3 a



























(x  a) : (2.3.65)








(a  x)R ' 0 (2.3.66)









(x > a) (2.3.67)
(avecm  kx
q
x(x  a)) ou le terme en c
4
doit e^tre exclu pour que le rapport R=
55
soit ni quand  !  1, ceci suppose que le probleme aux valeurs propres admet
des solutions k
n
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En l'absence d'information sur les valeurs numeriques des k
n
, on peut conjecturer
que ce cas est instable.









cos m + c
4
sin m (x < a) (2.3.72)
(avec m  kx
q
x(a  x)) qui est bien bornee. Neanmoins, en poussant un peu les



































(x < a) (2.3.75)
qui n'est pas bornee quand  tend vers 1. Cette situation est inacceptable physiquement,






on aura (!  1)


















x (a  x) + 1]R ' 0 (2.3.79)























presence du facteur e
x










On verie que les perturbations B et C sont aussi bornees pour  !  1. Quel
que soit k > 0, on peut donc toujours choisir une constante d'integration de facon
a annuler c
1
dans l'equation (2.3.2) et a rendre les perturbations nies. Ce sous-cas
particulier est donc instable.
Le cas (y = 0, a 6= 0, x > 0) est caracterise par la stabilite de toutes les solutions
pour lesquelles x  a, sauf la solution correspondant a x = 3a=4 laquelle est instable;
les solutions correspondant a x > a sont probablement instables.
Cas y = x = 0
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f =
4
4 + 3 a
; (2.3.83)













(4 + 3 a)
2
!
 = 0 : (2.3.84)
On peut distinguer deux cas. Pour a < 0, la fonction
 =  4
1 + a




doit e^tre bornee comme le rapport R=
55





positif dans tout l'intervalle de variation de  (comparer avec le cas y = a = 0
(x 6= 0), equation (2.3.50)); ce cas est donc stable. Pour a > 0 la fonction f a un















R = 0 (8) (2.3.85)




















sont des series entieres en 
 1
dont les termes independants sont non
nuls. Le rapport R=
55
est borne pour les valeurs k
n
de k telles que c
4
= 0, et ce cas
est probablement instable.
2.4 Conclusion
Resumons les resultats de cette etude rendue complexe par la diversite des cas
de gure. Nous avons montre la stabilite, vis-a-vis des excitations monopolaires, de
toutes les solutions regulieres a symetrie spherique (classe des wormholes y > x
2
) de
la theorie de Kaluza-Klein, a l'exception du wormhole symetrique charge sans masse
(x = a = 0, (y > 0)), lequel est instable. Parmi les solutions singulieres (y  x
2
),
la sous-classe y > 0; x > 0 est stable, a l'exception du cas y = x
2
=4; a 6= x=2 > 0
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(probablement instable), les autres solutions de cette classe etant probablement
instable, a l'exception des cas y = x
2
=4; a 6= x=2 < 0 (certainement instable);
y = 0; 0 < x  a (stable si a 6= 4x=3, instable si a = 4x=3); y = a = 0 (solution de
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) y > x
2
 ! stable
sauf x = a = 0  ! instable
) y  x
2
1) y > 0; x > 0  ! stable
(probablement instable pour y = x
2
=4 et a 6= x=2)
2) y > 0; x < 0  ! probablement instable
(instable pour y = x
2
=4 et a 6= x=2)
3) y < 0  ! probablement instable
4) y = 0 |{ 0 < x  a  ! stable
sauf a = 4x=3  ! instable
|{ 0 < x; a < x  ! probablement instable
sauf a = 0  ! stable
|{ x  0  ! probablement instable
sauf a = 0  ! stable
sauf x = 0; a < 0  ! stable
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Abstraction faite des cas: y = x
2
=4; x > 0 (a 6= x=2) et y = 0, on remarque que
le domaine de stabilite a 3 dimensions dans l'espace des parametres (x; y; a) concide
avec le domaine (y > x
2
ou 0 < y  x
2
; x > 0) d'existence d'un zero de la fonction
f (equation (2.2.20)). Or annuler f revient, d'apres (2.3.6), a extremiser 4 
 1
H
qui est, d'apres (2.1.1) et (2.1.20), l'aire d'une sphere de rayon r. Donc les solutions
pour lesquelles il existe une sphere d'aire minimale (situee a l'exterieur de l'horizon
r =  dans le cas 0 < y  x
2
; x > 0) sont stables (a l'exception du wormhole
symetrique sans masse et du cas y = x
2
=4; x > 0 (a 6= x=2)).
Comme il sort de cette etude, la methode analytique ainsi appliquee presente
de serieuses limites. Remarquons que les cas qui ont ete consideres comme etant
probablement instables sont des problemes aux valeurs propres, auxquels, seule
l'analyse numerique peut trancher. Vu les dierences appreciables entre ces cas, et
la complexite de certains d'entre eux, en particulier de la sous-classe x
2
=4 < y  x
2
(x 6= 0), nous n'avons pas pu elaborer un programme de calcul numerique unique et
uniforme.
Le cas des excitations non radiales comporte plus de fonctions {huit dans le
cas des excitations dipolaires{ independantes, contre quatre dans notre cas, ce qui
donnerait au probleme de decouplage des equations d'Einstein linearisees, ainsi qu'au
probleme de recherche de points singuliers ou peuvent appara^tre des divergences des
unes ou des autres fonctions independantes, une allure plus complexe. L'etude de la
stabilite, generalisee aux cas des excitations non radiales, ne peut e^tre envisage que
numeriquement; nous conjecturons que certaines solutions, comme les wormholes
avec masse (y > x
2
, a 6= 0) [23] continueront, en vertu de leur topologie speciale, a
e^tre stables vis-a-vis des petites excitations, me^me multipolaires.
Comparons maintenant les resultats de notre etude avec ceux de Tomimatsu [22].
Il se restreint dans son etude au cas ou le champ electrique E est nul, il prend donc
(voir (2.1.13)) b  0; autrement dit, il se restreint au cas des solutions singulieres
pour lesquelles y  x
2













En eet, Tomimatsu parametrise sa metrique par
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= 2  : (2.4.9)
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Dans le cas 
T
6= 0, Tomimatsu suppose que la borne inferieure de sa variable r
T
est
egale a zero; l'on doit donc imposer la condition x < 2 pour assurer que le second
membre de (2.4.8) soit monotone et croissant et que, pour r = , r
T










< 0 ) 0 < y < x
2





Dans le cas 
T




; dans ce cas l'on doit poser x = 2. On
obtient ensuite r
T (min)
= 2, d'ou 
T
= +2 et donc x > 0 et a = 0 qui est bien la
solution de Schwarzschild. Or, pour 
T
= 0, on a
y = 0 (x > 0) : (2.4.11)
Les conditions (2.4.10), (2.4.11) rassemblees redonnent l'ensemble des sous-cas (2.4.1)
traites par Tomimatsu. Dans l'espace des parametres (x; y; a), l'etude de Tomimatsu
n'a concerne que les portions de surfaces a = (x=2)  q et a = (x=2) + q (y < x
2
=4)
pour lesquelles les conditions (2.4.1) sont remplies.
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y < 0 ; x  0 > a (2.4.16)
y > 0 ; x < 0 ; a < 0 (2.4.17)
qui sont certainement instables pour lui (spectre continu) et seulement probablement





























































est la coordonnee radiale de l'equation aux valeurs propres de Tomimatsu.





, d'ou la conclusion a l'instabilite de Tomimatsu car il sut de choisir




pour rendre le comportement a l'inni spatial de
sa fonction d'onde 
T
borne; Tomimatsu a donc bien etudie le probleme aux valeurs
propres de Schrodinger pour la fonction 
T
, et non celui de la relativite generale,
tel que nous l'avons formule, pour le rapport R.
5:




Cordes cosmiques en theorie de
Kaluza-Klein et de Gauss-Bonnet
Ce chapitre est consacre a la recherche analytique de solutions dites 4-statiques de
la theorie de Kaluza-Klein dependant d'une seule variable . En imposant la symetrie
cylindrique, cette variable sera choisie telle qu'elle mesure la distance (propre) a
l'axe de symetrie et les 4 vecteurs de Killing associes a la geometrie seront lies aux 4
coordonnees cycliques (section 3.1). La methode de resolution consiste a introduire
une matrice X reelle 4  4, dont la denition [38] rappelle celle des connexions
anes qui gurent explicitement dans les tenseurs d'Einstein et de Lanczos, ce qui





) (section 3.1); la methode est quasiment matricielle. Mais
le but principale consiste a en extraire les solutions qui peuvent e^tre interpretees
comme des cordes cosmiques et a etudier leurs geometries. Dans la section 3.2 nous
epuisons toutes les solutions 4-statiques a symetrie cylindrique de la theorie de
Kaluza-Klein sans toutefois approfondir l'etude de leurs proprietes geometriques.
Dans la section 3.3 nous generalisons l'etude de la section 3.2 en tenant compte
du terme de Gauss-Bonnet mais trouvons des solutions independantes de . C'est
dans la section 3.4 que nous nous interessons a la recherche de solutions dependant
explicitement de  et a en construire une famille qui s'interprete comme une corde
cosmique supraconductrice dont nous etudions les proprietes physiques et a laquelle
nous avons consacre la section 3.5 exposant qualitativement l'etude des geodesiques
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de sa geometrie.
3.1 Symetrie cylindrique
Dans ce chapitre nous nous interessons au cas ou la 5-metrique admet 4 vecteurs
















, y sont cycliques, et la metrique
ne depend que de la coordonnee x
1
=  prise comme coordonnee radiale. Nous












(a; b = 2; 3; 4; 5), qui sont bien de la forme (1.7.4) avec
h
11
=   () (3.1.2)
ou   det
ab
(equation (1.7.5)).
Procedons maintenant a la reduction des equations (1.5.4) de la theorie de











= 0. Ces equations s'ecrivent, apres






















































































= 0 : (3.1.5)
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Comme dans d'autres problemes de relativite generale ou la metrique depend d'une














En se servant des equations (1.7.6 ! 1.7.9), les termes des equations (3.1.4), (3.1.5)








































































(ou on a utilise la relation 
;
= X qui decoule de la denition (3.1.6), ainsi que

























































Finalement, les equations (3.1.4), (3.1.5) prennent respectivement les formes suivantes









































































































































  4 k (3.1.12)
avec, par denition




; k  detX
(3.1.13)
3.2 Resolution des equations pour  = 0
Dans cette section, nous recherchons les solutions 4-statiques de la theorie de
Kaluza-Klein
1
. Pour  = 0, les equations (3.1.9), (3.1.10) deviennent respectivement
1:
J. A. Ferrari [16] fut le premier, a notre connaissance, qui s'est interesse a etudier une classe
de solutions a symetrie cylindrique de Kaluza-Klein, plus precisement les solutions a l'interieur
d'un solenode inni, en l'absence d'un champ electrique.
























g = 0 : (3.2.2)








+ 2 g = 0 (3.2.3)
















3.2.1 Cas f = 0
Dans ce cas on obtient, en substituant f = 0 dans (3.2.1) ou (3.2.3), g = 0 puis,
en substituant dans (3.2.2), X
;
= 0, d'ou
X = A (3.2.7)
ou A est une matrice 44 constante (reelle). La matrice  associee est alors donnee
par
 = C e
A
(3.2.8)
ou C est une matrice 4 4 reelle et constante telle que
detC < 0 ; C = C
T
et C A = (C A)
T
(3.2.9)
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pour assurer, d'une part, que det =  ait le signe negatif, et d'autre part, que la




sont les matrices transposees).
Les valeurs propres p
i
de A satisfont sa propre equation caracteristique (3.1.11)






p+ k = 0 (3.2.10)













= 0 : (3.2.11)
Commencons par traiter le cas generique ou l'un au moins de h et k est non nul.



















= x+ i y
p
4
= x  i y














1) Les 4 valeurs propres sont complexes (3x
4
< k  4x
4
). La formule (3.6.11)
































[(A  x) sin(y + 
2



















). On a alors
































[(A  x) sin(y + 
2





est une constante reelle. Dans le cas particulier k = 0 (h 6= 0), les valeurs
propres sont 0; p; jp; j
2














1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0  1
















 1 0 0 0
0  1 0 0
0 0 1  2
























































Cet espace-temps est le produit cartesien d'une solution a symetrie cylindrique des
equations d'Einstein a 4 dimensions (voir aussi [40]) par le cercle de Klein.
Considerons maintenant le cas h = k = 0. L'equation caracteristique de la





















Les solutions peuvent se classer suivant le rang de A.
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a) r(A) = 3 ou A
3









0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1









pour laquelle la matrice C la plus generale realisant C = C
T












0 0 0 a
0 0 a b
0 a b c













ne satisfaisant pas la condition (3.2.9), la solution correspondante  n'a pas la
signature lorentzienne.
b) r(A) = 2 ou A
3
= 0. Dans le cas ou A
2









0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
















 1 0 0 0
0 0 0  1
0 0  1 0


























  2 dz d'   2  dt d' : (3.2.22)
Dans le cas ou A
2
= 0, la forme normale de Jordan de la matrice A est









0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1


















0 a 0 b
a c b d
0 b 0 e









ou a; b; c; d; e;m sont des constantes reelles. D'ou




 0 ; (3.2.25)
ce cas est donc non lorentzien.
c) r(A) = 1 ou A
2










0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
















0 1 0 0
1 0 0 0
0 0  1 0






















+ 2 d'dt : (3.2.27)
Cet espace-temps est plat [40].
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Remarquons que les espaces-temps (3.2.22), (3.2.27), (3.2.28) sont a nouveau
produits de solutions a symetrie cylindrique des equations d'Einstein a 4 dimensions
[40] par le cercle de Klein.
Les dierentes solutions qui precedent (f = 0) sont telles que det = detC =
const:, donc que la metrique est reguliere pour  variant de  1 a +1: la topologie
spatiale n'est pas euclidienne, mais pluto^t du type wormhole. D'autre part, ces
metriques ne sont pas asymptotiquement voisines de la metrique de Minkowski, ce
qui limite leur intere^t physique. Dans la sous-section suivante, nous presenterons
d'autres solutions (f = 2=) ayant plus d'intere^t physique.
3.2.2 Cas f = 2=
Dans ce cas le determinant de la 5-metrique, egal a   , donne par
   = const: 
2
est proportionnel a celui de la metrique de Minkowski (ce qui ne sut evidemment
pas pour que la 5-metrique soit asymptotiquement voisine de celle de Minkowski).
D'autre part, cette 5-metrique sera singuliere en  = 0.




















ou A est une matrice 4  4 constante (reelle) avec
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TrA
2
= TrA = 1 : (3.2.32)





 = C e
U()A
(3.2.33)







d'ou, en omettant une constante d'integration
2
U() = ln 
2
: (3.2.34)












; d  detA ; (3.2.36)













= 1 : (3.2.37)
Les valeurs propres p
i
peuvent e^tre parametrises par
p
1
= x+ i y ; p
2





















Cette constante produirait un facteur e
ConstA
qui serait absorbe dans C.















(4x  3) + 1  c
























[(A  x) sin(2y ln + 
1












sin(2q ln + 
2













sont des constantes reelles.
2) Deux valeurs propres sont complexes.
Si les 2 valeurs propres reelles sont distinctes, la matrice  s'obtient de (3.2.39) en
remplacant, dans la premiere ligne, y par y = iy et les fonctions trigonometriques
par des fonctions hyperboliques. Si les 2 valeurs propres reelles sont egales la formule
de Lagrange (3.6.11) appliquee aux 3 valeurs propres x; 1=2   x  iq conduit alors
a une matrice  du type de (3.2.39) avec y = 0.
3) Les 4 valeurs propres sont reelles et distinctes. La matriceA peut e^tre diagonalisee.































sont relies par les relations (3.2.37).
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Si deux ou plusieurs des valeurs propres concident, on obtient des cas degeneres
que nous allons etudier successivement.




. La forme normale de Jordan





































). On decompose A sous la forme













est le seul element non nul deH. Remarquons
que D et H commutent (8 
1






























































retrouve une metrique de Kasner particuliere.




















La forme normale de Jordan de A est
3:
La matrice C la plus generale associee a A (3.2.41) est dans ce cas donnee par (3.2.46) avec

2
= 0 en prenant b
2
 0.































d'ou la matrice C la plus generale realisant C = C
T






































































= 0. Dans ce cas, si 
2





; le cas 
1
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 = C (1 +B
3
) + 2  ln C (B B
3



























0 0 0 0






























= 0 ou r(B) = 1, tous les termes logarithmiques dans (3.2.49) s'eliminent.
7) Trois valeurs propres sont nulles (c = 1; d = 0). L'equation caracteristique de A






avec 1, 0, 0, 0 comme valeurs propres. Le calcul direct {semblable a celui qui a mene
a (3.2.49){ conduit a
 = C (1  A
3
) + 2 ln C (A A
3


























0 0 0 0
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6= A. Dans ce cas les
termes en (ln )
2





= 0 ou r(A) = 1, on a A
2
= A. L'expression de  ne comporte plus
de termes logarithmiques; la 5-metrique est le produit de la metrique d'une corde




















(si  = 1 la 5-metrique est minkowskienne).
Dans le cas general, la 5-metrique associee est, comme on le verra dans l'exemple














0 0  1 0
0  1 0 0
 1 0 0 0


















0 0  1 0
0  1  2 ln  0
 1  2 ln   2(ln )
2
0





























  2 dz dx
5
  4 ln  dt dx
5
: (3.2.57)
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2 + (ln )
2








3.3 Une classe de solution pour  6= 0
Nous considerons maintenant les equations (3.1.9), (3.1.10) dans le cas general ou
 6= 0. Ce systeme d'equations dierentielles etant assez complique, nous n'aborderons
pas le probleme de sa solution generale, mais nous contenterons de chercher, dans
cette section et la suivante, deux classes de solutions. Dans cette section, nous
cherchons des solutions de la forme
X() = ()A (3.3.1)
ou () est une fonction (reelle) de  a determiner, et A une matrice 44 constante
(reelle). Par analogie avec la section precedente {consacree a Kaluza-Klein{ nous
scindons cette section en deux sous-sections, dans l'une nous integrons les equations
(3.1.9), (3.1.10) pour  constante, doncX = A et dans l'autre nous nous interesserons
au cas des solutions avec () non constante.
3.3.1 Cas X = A
Dans ce cas les equations (3.1.9), (3.1.10) s'ecrivent respectivement
12(a
2











  b) + 2]A+ 2(a
2
+ b) = 0 (3.3.3)
ou




; d  detA :
(3.3.4)
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  8b : (3.3.5)
Combinees ensemble, les equations (3.3.2), (3.3.5) permettent d'exprimer d en fonction









+ 8b : (3.3.6)
Remarquons que pour a = 0 et b = 0, d s'annule et les equations (3.3.2), (3.3.3)
sont identiquement satisfaites alors que c reste indetermine. Ce cas pour lequel







correspond au cas k = 0 de la sous-section 3.2.1. Si c 6= 0 (h 6= 0), la solution est
localement de la forme (3.2.14). Si c = 0 (h = 0), les formes locales des solutions
sont (3.2.22), (3.2.27) ou (3.2.28). Nous montrerons dans l'Annexe 2 que le cas
a = 0; b = 0 {avec par consequent d = 0{ represente l'unique solution des equations
de Gauss-Bonnet sous la forme X = A. Nous nous contentons de montrer dans le
reste de cette sous-section que pour les cas (a = 0; b 6= 0) ou (a 6= 0; b = 0) ne
correspondent pas des solutions de la forme X = A; le cas generique (a 6= 0; b 6= 0)
sera traite dans l'Annexe 2.
Cas a = 0; b 6= 0
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; ce cas est donc impossible.
Cas a 6= 0; b = 0













+ 2)A+ 2a = 0 (3.3.10)







































































= 0 ; (3.3.12)




en substituant ensuite dans (3.3.8) on a
c = 0 :







Avec c = 0 , on retrouve donc le cas a = b = 0 deja traite.
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3.3.2 Cas X() = ()A
Dans la sous-section precedente nous avons montre que certaines solutions de
la forme X = A (avec TrA =TrA
2
= 0) de la theorie de Kaluza-Klein ( = 0)
sont aussi solutions de la theorie avec terme de Gauss-Bonnet ( 6= 0). Nous allons
obtenir maintenant une propriete analogue pour les solutions X = (2=)A (avec
TrA =TrA
2
= 1). On montre dans l'Annexe 3 que ces deux possibilites epuisent
la classe des solutions X() = ()A de la theorie de Kaluza-Klein avec terme de
Gauss-Bonnet.





a = 1 ; b = 1 (3.3.15)
(ou a; b; c; d sont denis par (3.3.4)). Ce cas etant deja solution des equations (3.1.9),
(3.1.10) avec  = 0; il sut donc de chercher s'il annule la somme des termes a
l'interieur de chaque accolade dans les deux equations. Commencons par l'equation
(3.1.10). Regroupons les termes a l'interieur de l'accolade suivant les puissances
de A. On voit facilement que le terme en A s'annule identiquement, tandis que la














































































d'ou en prenant la trace
c = 1 : (3.3.17)
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  4 d (3.3.18)
= 1   4 d ;
ces deux valeurs ne sont compatibles que si
d = 0 : (3.3.19)










TrB = Tr(BX) = Tr(BX
2
) = 0 ;
l'equation (3.1.9) est donc bien satisfaite.
L'expression (3.3.14) est donc solution des equations de Kaluza-Klein avec terme









= 0 du cas 7) de la sous-section 3.2.2. Si la















1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0



















0 0  1 0
0  1 0 0


























  2 dt dx
5
: (3.3.21)
Cette solution, qui repond au critere (3.2.2)  = detC
2
, represente une corde





(1.1.3), (1.1.4)) proportionnels a 1= ln . Si A est de rang 1 (A
2
= A), la 5-metrique




















est celle d'une corde cosmique neutre.









est un espace-temps statique a symetrie cylindrique solution
des equations d'Einstein a 4 dimensions [40], pour lequel le terme de Gauss-Bonnet
s'annule identiquement [29]. Il n'est donc pas etonnant que ces espaces-temps soient
{trivialement{ solutions quel que soit  de la theorie de Kaluza-Klein avec terme
de Gauss-Bonnet. Notre but dans la section suivante consiste a chercher s'il peut
exister des solutions representant des cordes cosmiques et dependant explicitement
de .
3.4 Une solution exacte avec source de Gauss-
Bonnet
Un observateur situe a grande distance de la source du champ de Kaluza-Klein












E +    (3.4.1)
ou (2=)A est une solution exacte de Kaluza-Klein, donc telle que (voir sous-section
3.2.2):
a = b = 1; (3.4.2)





)E sont consideres comme des perturbations dues a l'introduction du terme de
Gauss-Bonnet, considere comme source, dans les equations de la theorie de Kaluza-
Klein, D; E etant deux matrices reelles 4  4 constantes a determiner.
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3.4.1 Solution perturbative
En omettant les termes d'ordre superieur a 1=
4
, les equations (3.1.9), (3.1.10)





obtient en multipliant par des constantes convenables, pour (3.1.9)
Tr(AD) = TrD (coef. de 1=
3
) (3.4.3)









D = (TrD)A (coef. de 1=
3
) (3.4.5)









= 0 (coef. de 1=
4
) (3.4.6)
ou l'equation (3.4.3) a ete utilisee dans (3.4.5) et (3.3.18) dans (3.4.4). En elevant






En tenant compte de cette relation (3.4.7), on obtient en calculant la trace de (3.4.6)
17TrE   8Tr(AE) + 4(c  1)  9(TrD)
2
= 0 : (3.4.8)
En realisant la somme membre a membre des equations (3.4.4), (3.4.8), on obtient
TrE   Tr(AE) =  6 d : (3.4.9)
En utilisant ces deux dernieres equations pour calculer TrE et Tr(AE), on obtient
a partir de (3.4.6)

















[2(c  1) + 3d] : (3.4.10)
On a ainsi determine, respectivement par les equations (3.4.5), (3.4.10), les matrices
D; E en fonction de la matrice A et de ses parametres {restant{ libres c; d a TrD
pres.
3.4.2 Solution exacte
Imposons maintenant la condition supplementaire que la solution cherchee puisse
e^tre interpretee comme une corde cosmique supraconductrice. La 5-metrique d'une






















Dans le cas d'une corde cosmique rectiligne supraconductrice, l'existence d'une
distribution de courant allant jusqu'a l'inni conduit, comme en electrodynamique de
Maxwell, a des contributions logarithmiques au comportement asymptotique ([28]:
B. Linet). Or, parmi toutes les solutions a symetrie cylindrique de Kaluza-Klein
etudiees dans la sous-section 3.2.2, seules les solutions pour lesquelles
c = 1 ; d = 0 (3.4.12)
ont un comportement asymptotiquement minkowskien a des fonctions logarithmiques
pres
4


















A] +    : (3.4.13)
L'ensemble des conditions (3.4.2), (3.4.12) denissent une algebre particuliere de la
matrice A qui se resume par
4:
La presence de fonctions logarithmiques est donc due a l'hypothese simplicatrice, mais non
physique, de symetrie de revolution qui implique une corde de longueur innie.









= 0 pour n  3 (3.4.14)
(voir l'equation (3.2.51)). Cette algebre particuliere fait que maintenant le second
membre de (3.4.13) resout exactement les equations (3.1.9), (3.1.10) pour TrD = 0.
Pour le verier, cherchons les termes d'ordre superieur a 1=
4
{qui ont ete negliges
lors du developpement (3.4.3) ! (3.4.6){ dans les equations (3.1.9), (3.1.10). Il

















les dierentes traces qui gurent dans (3.1.9), (3.1.10) ont la me^me valeur que dans
le cas  = 0. La seule contribution possible d'ordre superieur a 1=
4
proviendrait

































= 0 (a = b = c = 1; d = 0) (3.4.17)
5:
L'equation (3.4.16) est sous la forme generale d'une solution dependant d'une seule matrice
A. En eet, etant donne que toutes les puissances A
n
de A pour lesquelles n  4 peuvent e^tre




; A en se servant plusieurs fois de l'equation caracteristique,
l'expression generale de X dependant d'une seule matrice A est donc de la forme





ou (); (); (); () sont des fonctions reelles de  a determiner. La methode generale de
resolution est donc la suivante: en reportant (3.4.15) dans (3.1.9), (3.1.10) on obtient respectivement
une relation scalaire {non lineaire{ entre les fonctions (); (); (); () et leurs derivees
premieres (et les parametres de A: a; b; c; d), et un polyno^me P (A) d'ordre 3 en A, annulateur de
celle-ci, et dont les coecients sont des fonctions de (); (); (); () et de leurs derivees
premieres. Pour qu'il soit annulateur de A pour toute valeur de  (voir aussi Annexe 3), il faut
que ses coecients soient ou bien identiquement nuls, ou bien proportionnels; dans le premier cas
on obtient 4 relations plus la relation scalaire et dans le second cas 3 relations plus la relation
scalaire. Dans les 2 cas on doit pouvoir determiner les fonctions (); (); (); (); seuls les
parametres de A ou certains d'entre eux restent ajustables. La solution (3.4.16) fait part du cas
ou les coecients de P (A) sont identiquement nuls.
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est solution exacte de la theorie de Kaluza-Klein avec terme de Gauss-Bonnet. La
metrique associee est construite dans la section suivante.
3.4.3 Construction d'une metrique corde cosmique supraconductrice


































= X (voir (3.1.6)), d'ou en eectuant le produit de  par X

; 












































Ceci conduit, en multipliant par A a droite, a













est une matrice reelle 4  4 constante. En reportant dans (3.4.21), puis en
integrant, on obtient
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ou K
2
est une matrice reelle 4  4 constante. La multiplication de (3.4.23) par A






Finalement, la matrice (3.4.18) s'ecrit
























































  det = detC 
2
; (3.4.27)
cette solution est donc aussi singuliere le long de l'axe  = 0. En developpant (3.4.26)
on obtient







































Pour  = 0, cette expression se reduit a celle de la theorie de Kaluza-Klein correspondante,
(3.2.52).
Nous cherchons a construire une metrique qui peut e^tre interpretee comme la
geometrie exterieure d'une corde cosmique supraconductrice. Partons de la forme













, a ete etudie a la n de la sous-section 3.3.2),









1 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1





















0 0 0  1
0 0  1 0



































  2 dz dx
5
  4 ln  dt dx
5
(3.4.32)






avec respectivement ; z; t. Procedons
maintenant a l'identication des coordonnees physiques par la diagonalisation de
la 5-metrique pour des valeurs de  relativement grandes (les me^mes coordonnees
















 2 ln  : (3.4.34)




, d'ou en particulier
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n+ 1 = 0 : (3.4.36)



















n  1 ' 0



























L'identication des coordonnees z; t; x
5
se fait de la maniere suivante. Designons
par N
A





























. Cherchons ensuite quelle est,
parmi les coordonnees z; t; x
5
, celle qui peut e^tre associee a la valeur propre positive
n
+
et qui sera donc la coordonnee temps; autrement dit, l'axe de la coordonnee temps
sera identie avec la direction dans laquelle est oriente asymptotiquement le co^ne






















ce qui signie que le co^ne de lumiere est deja oriente (pour  ! 1) suivant l'axe
designe par t; t est donc la coordonnee temps. Pour n = n
1
, on obtient
























ce qui signie que le vecteur propre associe est oriente, pour  ! 1, vers le
troisieme axe, ce dernier peut e^tre confondu avec l'axe de la coordonnee z ou
celui de la coordonnee x
5
. Nous l'identions avec l'axe de la coordonnee z (la





qui tend vers zero quand  tend vers l'inni et par consequent
la projection 4-dimensionnelle, qui est une des idees de base de la theorie de Kaluza-
Klein et qui doit e^tre realisable au moins a grande distance de la source, deviendrait
impossible. n = n
2
est bien la valeur propre associee a x
5









(2) divergent asymptotiquement. Finalement,
les coordonnees ; ; z; t; x
5
de (3.4.32) sont bien les coordonnees physiques usuelles.
La solution (3.4.32), obtenue pour un choix particulier de C et A, peut e^tre
generalisee. On peut garder l'expression de A et chercher a generaliser celle de C.
Une approche dierente, mais equivalente, consiste a realiser une transformation













































de facon, d'une part, a ne pas melanger la coordonnee  avec les autres coordonnees,
et d'autre part a conserver les directions principales asymptotiques du tenseur




















matrice B, qui ne depend alors plus que de 6 parametres, ou 3 parametres (
0
; p; q)











1 0 0 0







0 0 1   ln 
0
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(voir equation (3.4.51) plus bas).
3.4.4 Interpretation physique

















. Le comportement asymptotique des champs magnetique {orthoradial{










Le champ est principalement electrique pour un observateur situe a grande distance
de la source.
Comme nous allons le montrer en calculant le tenseur d'impulsion-energie eectif,
cette source s'interprete bien comme une corde cosmique parcourue par un courant
electrique. En eet, les equations (1.5.4) peuvent e^tre reinterpretees comme des














ou le tenseur d'impulsion-energie eectif est la somme d'une contribution distributionnelle,




qui sont le second membre des equations de Maxwell modiees de la theorie de















densite de masse et enn T
5
e5
comme une densite de charge scalaire. Pour calculer
le premier membre de (3.4.47), ecrivons la metrique (3.4.45) sous la forme


















(a; b = 3; 4; 5), avec


























0  1 2 ln 
0
  q
 1 2 ln 
0
























= 0 ; A
3
= 0 : (3.4.52)













































































ou  est le laplacien covariant dans la metrique (3.4.53). On demontre a l'aide du
theoreme de Green que

















































pour la metrique conique (3.4.53).
Finalement les contributions distributionnelles au tenseur d'impulsion-energie






































(corde cosmique chargee, animee d'un mouvement de translation le long de son axe,











correspondant a un courant electrique concentre pres de la corde  = 0. On peut




Apres avoir examine dans la sous-section 3.4.3 la nature de la singularite en  = 0
d'un point de vue structural, examen au terme duquel cette derniere a ete interpretee
comme une corde cosmique supraconductrice (etendue), nous l'examinerons dans
cette section d'un point de vue comportemental en etudiant le mouvement libre des
particules d'epreuve soumises au champ de force cree par la corde. Nous verrons
qu'une etude analytique permet de conclure que
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 pour  < 0 les particules d'epreuve peuvent atteindre la singularite, tandis que
pour   0 les particules d'epreuve dont les 5-geodesiques sont de genre temps ou
lumiere n'atteignent jamais la singularite;
 seules les particules pour lesquelles les 5-geodesiques sont de genre espace
peuvent, independamment de la valeur de , aller a l'inni.
La loi du mouvement libre est regie par l'equation (1.6.3) des geodesiques que
nous allons remplacer par un systeme d'integrales premieres. Tout le long de ce
chapitre nous n'avons considere que les metriques 4-statiques admettant 4 vecteurs






, qui engendrent un groupe d'isometrie abelien.
Associees a ces isometries, quatre integrales premieres de mouvement
a
se denissent
lors d'un mouvement libre de particules d'epreuve et expriment l'homogeneite de
l'espace-temps le long des 4 axes denis par les 4 vecteurs 
a
A
; elles sont donnees











qui ne sont autres que les composantes covariantes des vitesses dx
A
=dp le long des
axes denis par les vecteurs de Killing; elles peuvent e^tre reliees a des grandeurs





(voir aussi [18]). Or g
1a










































=dp ont ete elimines a l'aide de (3.5.1). En multipliant (3.5.2) par d=dp





















+ const: = 0 : (3.5.3)
3.5

Etude des geodesiques 87





 =  1; 0 ou 1, respectivement pour les 5-geodesiques de genre espace, lumiere ou
temps; dans ce cas la constante d'integration dans (3.5.3) est egale a . Finalement,





















Pour une etude qualitative du mouvement geodesique, nous nous contentons de
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Independamment de la valeur de la charge (proportionnelle a 
5
), le mouvement
sur le cylindre de Klein, equation (3.5.12), se fait a vitesse constante independante
de la position de la particule dans l'espace, tandis que l'equation (3.5.9) assure
la conservation du momemt angulaire ordinaire L
z
. Examinons de plus pres le
comportement de l'equation (3.5.8) quand ! 0; on deduit:
1) Si 
3
6= 0 nous distinguons:
a) si










les termes logarithmiques sont negligeables devant le terme en 1=
2
qui est negatif;
l'equation (3.5.8) admet toujours des solutions, et les particules peuvent atteindre







susamment petit, atteindre la singularite au bout d'un temps
propre ni,
b) si










le terme en 1=
2
est absent alors que le premier membre de (3.5.8) reste positif (8 )
du^ au terme en (ln )
2
. La particule ne peut donc pas atteindre la singularite,
c) si










les termes logarithmiques sont toujours negligeables devant le terme en 1=
2
qui est
maintenant positif ainsi que tout le premier membre de (3.5.8) qui n'admet donc
pas de solutions (8 ). En particulier, pour  > 0 aucune particule ne peut atteindre
{me^me radialement{ la singularite.
2) Si 
3
= 0 ( quelconque), les particules ne peuvent atteindre la singularite que
radialement (
2





L'etude du comportement de (3.5.8) pour  ! 1 peut e^tre menee de la me^me




6= 0, le premier











est positif, et donc (3.5.8) n'admet pas de solutions avec !1. Independamment
de la valeur de , aucune particule ne peut donc dans ce cas aller a l'inni. Si 
3
= 0,




Finalement, et de facon independante de la valeur de , seules les particules pour




le fait que les 5-geodesiques de genre temps ou lumiere ne s'etendent pas a l'inni
est une pathologie due a l'hypothese {non physique{ de la symetrie axiale.
3.6 Conclusion







{ des solutions cordes cosmiques chargees (sans champ magnetique) et neutres
a la theorie de Kaluza-Klein (sans terme de Gauss-Bonnet; section 3.2) qui ont ete
identiees dans la sous-section 3.3.2, leurs seules sources eectives etant purement
distributionnelles.
Dans la section 3.3 nous avons obtenu les me^mes solutions en incorporant le
terme de Gauss-Bonnet dans l'action d'Einstein-Hilbert ( 6= 0), pour lesquelles le
tenseur de Lanczos est nul et qui constituent donc un cas particulier des solutions
de Kaluza-Klein ( = 0) avec une source eective distributionnelle; la consideration
du terme de Gauss-Bonnet etant donc, de ce point de vue, formelle.
Les solutions exposees dans la section 3.3 ne sont pas toutes acceptables physiquement,
en omettant les solutions de la forme X = A {ce qui constitue une premiere
selection{ le developpement mene dans la sous-section 3.4.1 n'a concerne, au debut,
que les solutions de Kaluza-Klein de la forme X = (2=)A, puis enn, par une
deuxieme selection, que les solutions cordes cosmiques. La methode a permis ensuite
de construire une metrique admettant quatre, et seulement quatre, vecteurs de
Killing (voir Annexe 4), dependant de 4 parametres et pour laquelle le tenseur
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de Lanczos {une fois contravariant{ proportionnel a la source eective etendue est
non nul. Le fait que la densite eective de courant T
3
e 5
ait une contribution continue
nous a conduit a qualier la solution (exacte) corde cosmique de supraconductrice.
Le tenseur de Lanczos se manifeste dans les equations du mouvement geodesique,
en particulier dans l'integrale premiere (3.5.8), par un terme qui ne se distingue du
terme centrifuge que par le signe de ; si ce dernier est negatif les particules sont en
general attirees vers la singularite independamment du genre de leurs geodesiques.
Inversement, si  est positif, les geodesiques de genre temps ou lumiere ne s'etendent
pas jusqu'a la singularite. Ces me^mes geodesiques ne s'etendent pas non plus jusqu'a
l'inni (8 ); ce comportement pathologique pourrait dispara^tre dans le cas plus





























ou (;) denote la derivation covariante (voir (3.6.5)).


























































































































































 0 : (3.6.10)
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sont les valeurs propres distinctes de la matrice A.
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Annexe 2: Unicite de la solution
de Gauss-Bonnet X = A
On se propose de montrer dans cette section l'unicite de la solution X = A
des equation de Gauss-Bonnet pour laquelle a = b = 0. En ayant montre la non
existence de solutions dans les cas (a = 0; b 6= 0), (a 6= 0; b = 0), il nous reste a
traiter le cas generique a 6= 0; b 6= 0. Dans ce cas l'equation (3.3.3) devient
 (A) = 0 (3.6.12)
avec








































+ 8b : (3.6.15)
 (p) etant un polyno^me annulateur de A, la methode de resolution consiste a
chercher, pour quelles valeurs des parametres a; b; c; d, il est le polyno^me minimal de
A avec les conditions (3.6.14), (3.6.15); sinon a en recommencer avec des polyno^mes
annulateurs d'ordre inferieur et ainsi de suite.  (p) etant d'ordre 3, la demonstration































p + d : (3.6.16)
Le reste de division de (p) par  (p) doit e^tre identiquement nul [39] etant donne
que (p) est aussi un polyno^me annulateur de A d'ordre superieur. Le reste de































































est le signe de b). Cette relation de proportionnalite entre a
2
et b ne satisfait pas




















  2 = 0 :





Cherchons s'il existe des polyno^mes annulateurs de A d'ordre 2
Q(p)  p
2
  sp+ q :
Supposons que Q(p) soit le polyno^me minimal de A. D'ou en prenant les traces de
Q(A) et de AQ(A)
b = as  4q (3.6.20)
c = a(s
2
  q)  4qs : (3.6.21)
Le reste de division de  (p) {un annulateur de A{ par Q(p) est un polyno^me












+ as  4q   2q
2
(3.6.23)





















On peut montrer que (3.6.21) et (3.6.24) sont compatibles avec (3.6.22), (3.6.23). En
eet, la combinaison (3.6.21) (8=a)(3.6.23) donne en sommant membre a membre
c = as
2





  as+ 4q + 2q
2
) : (3.6.25)
En realisant ensuite la combinaison (3.6.25) (3.6.22) et en sommant membre a
membre, on retrouve (3.6.24).

























+    4   2
2
= 0 : (3.6.32)
Le reste de division de (p) par Q(p) doit, lui aussi, e^tre identiquement nul, d'ou
les deux relations suivantes


















est donne en fonction de ; ;  par (3.6.15). Si
 6= 2 on a alors
4 =  (  1)(   3) : (3.6.35)









  3   4) (3.6.36)
6:
Si s = 0, les relations (3.6.22), (3.6.23) fusionnent en
2
2
+ 7+ 2 = 0 avec   q (3.6.27)
a
2





33)=8. De Q(A) = A
2
+ q = 0 on deduit












qui n'est pas compatible avec (3.6.30).
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qui se transforme a l'aide de (3.6.35) en




  3 + 3)(
2
+ 5 + 12) (3.6.37)
dont le second membre est toujours positif; le premier membre n'est positif que pour
0 <  < 1. Les racines reelles de (3.6.37) doivent donc appartenir a cet intervalle
dans lequel le premier membre de (3.6.37) est strictement inferieur a 9/4 et le second
membre est strictement superieur a 345=32 ' 10; 8; ce qui est impossible. Si
 = 2 la relation (3.6.36) devient
8
2








 =  2(5 + 2) :
Or, pour ces valeurs, la relation (3.6.34) devient
 1692; 67 6=  1350; 08
si on prend le signe (+) dans , ou
0; 76 6=  3; 30
si on prend le signe ( ) dans .




Si A x est un polyno^me annulateur {minimal{ de A avec les conditions (3.6.14),
(3.6.15), on a alors de A = x















qui ne sont pas compatibles.
On a ainsi montre que les relations (3.6.12), (3.6.14), (3.6.15) ne peuvent pas
e^tre satisfaites simultanement pour a 6= 0 et b 6= 0.
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Annexe 3: Unicite de la solution
X = (2=)A de Gauss-Bonnet





= 0 est l'unique solution a symetrie cylindrique sous la forme X() = ()A
(() non constante) de la theorie de Kaluza-Klein avec terme de Gauss-Bonnet.
Partons de l'expression
X() = ()A (3.6.38)
et sans perdre de generalite, on prend
a = 1 (3.6.39)
(a; b; c; d sont denis par (3.3.4)). Les equations (3.1.9), (3.1.10) s'ecrivent respectivement
18
; 



















































ou la relation (3.3.18) a ete utilisee dans (3.6.40). Le polyno^me L(p) est un polyno^me
annulateur de la matrice constante A, or, ses coecients sont fonctions de , pour
qu'il en soit ainsi, ces derniers doivent e^tre proportionnels
7
entre eux. On distingue
7:
























































sont des constantes reelles avec, dans ce cas, c
1














En substituant (3.6.45) dans (3.6.43) pour supprimer 
; 
, on obtient {en particulier{




= 3  b (3.6.46)
(l'autre relation determine c
2




etant proportionnel a 
2
,
la relation (3.6.44) ne peut e^tre satisfaite que si c
3
= 0, d'ou b = 1. On deduit alors
que pour b 6= 1, L(p) ne peut e^tre annulateur de A.
b) b = 1. Les equations (3.6.42), (3.6.43) restent valables et (3.6.44) est maintenant




). D'ou de (3.6.42), c
1




























d'ou en prenant la trace
c = 1   5c
2
: (3.6.49)









A+ d = 0 ; (3.6.50)







A  3d = 0 (3.6.51)






En substituant (3.6.47), (3.6.52) dans le premier membre de (3.6.41), on obtient au
numerateur {apres reduction au me^me denominateur{ un polyno^me en  qui doit








































dans L(A), alors que
celui de A contient un terme en 
2
en plus, et par consequent ne peuvent pas e^tre
proportionnels. Le polyno^me L(p) n'est donc pas annulateur de A dans ce cas.
b) b = 1. Dans ce cas L(A) est polyno^me d'ordre 1 qui s'ecrit
A+ 2 = 0 (3.6.53)
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d'ou en prenant la trace: TrA =  8, qui en desaccord avec l'hypothese TrA = a = 1.







Annexe 4: Vecteurs de Killing de
la corde cosmique
supraconductrice





















































= F (; z; t; x
5
) : (3.6.56)











































(; z; t; x
5
) +H(; z; t; x
5
) : (3.6.58)
































































) + L(; z; t; x
5
) : (3.6.59)














































































































+M(; z; t; x
5
) : (3.6.60)










en fonction de  et a des fonctions
F (; z; t; x
5
); G(; z; t; x
5
); H(; z; t; x
5
); L(; z; t; x
5
); M(; z; t; x
5
) pres qui restent
a determiner:






























F = 0 ) F = a(z; t; x
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= 0 ) F = a(t; x
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= 0 ) F = a(x
5





























= 0 : (3.6.66)



























= 0 : (3.6.68)
En substituant (3.6.67) dans (3.6.66) on a
H
; t
= 0 ) H  H(x
5
) : (3.6.69)






= 0 ) L  L(x
5
) (3.6.70)



































F  0 (3.6.71)
H
; 5







= 0 : (3.6.73)
En substituant (3.6.72) dans (3.6.68) on a
M
; z



































= 0 ) M M(t) : (3.6.76)
En substituant (3.6.75) dans (3.6.73) on a
M
; t
= 0 ) M   C
3
: (3.6.77)






































































On conclut ainsi que tout vecteur de Killing K
A
, solution de (3.6.54), est une
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